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148. Zur thermodynamisch-phanomenologischen Beschreibung 
der Farbevorgiinge 

I .  Diskontinuierliches Modellsystem 
von B. Milihevikl) und R. McGregor2) 

(29. 111. 66) 

Einleitung . ~ Die Fgrbevorgange wurden von der thermodynamischen Seite her 
his zurzeit nur im Gleichgewichtszustand diskutiert. Die einzige, uns bekanntc Aus- 
nahme in dieser Richtung stellt eine Arbeit von UEDAIRA [l] dar, in welcher der 
Piirhevorgang als ein irreversibler Prozess [2] bchandelt wird. 
1) CIBA ~~KTII~NGI~SI ; .LLSCHAFT,  nascl. 
2, Permanente Atlresse : Departmcnt of Polymer and Fibre Science, Mancliester College of Science 

and TechnoIogy. Manchester. 
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In dcr folgenden Arbeit sollen solche Nichtglcichgewichtszustande der Farbe- 
vorgange naher besprochen werden und zwar zur besseren Ubersichtlichkeit in drei 
Tcilen. Im ersten wird das Farbesystem als diskontinuicrlich (heterogen) betrachtet, 
und es werden Begriffe wie Farbeaffinitat und Farbegeschwindigkeit definiert. Im 
zweiten Teil [3] werden Substrat bzw. Farbebad als ein Kontinuum eingehender er- 
ortert und die daraus folgenden Diffusionsgleichungen aufgestellt. Im letzten Teil [4] 
werden die im Farbebad miiglichcn hydrodynamischcn Effekte beschrieben und deren 
Einfluss auf das Farberesultat dimensionsanalytisch erfasst. 

Das wesentliche Ziel der Arbeit ist die Ableitung experimentell iiberpriifbarer For- 
meln aus der allgemeinen Thcorie. Der verwendetc thermodynamische Formalismus 
bezieht sich aber ausschliesslich auf makroskopische Modelle, d. h. die in den Glei- 
chungen auftretenden phanomenologischcn Koeffizienten werdcn nicht im Sinne einer 
molekularen Theorie gedeutet. Zur Berechnung von Anwendungsbeispielen wird 
jedoch lediglich der Ausdruck fur das chemische Potential einer idealen Mischung ver- 
wendet, wobei die Frage des Zutreffens einer solchen Approximation in bezug auf 
reelle farberische Systeme offengelassen wird. Systeme, welche zu ihrer Beschreibung 
ausser thermodynamischen auch stochastische Variablen [5] erfordern, werden hier- 
bei nicht behandelt. 

1. Diskontinuierliches System. - Allgemeine Eigenschaften. - Es ist im 
voraus zu betonen, dass das jetzt zu betrachtende Modellsystem vereinfacht ist, und 
dass sich reelle Systcme nur im Grenzfall so verhalten konnen. Die Diskussion eines 
so vereinfachten Modells ist jedoch fur die Definition der grundlegenden Begriffe sehr 
vorteilhaft und dient somit gleichzeitig auch als Ausgangspunkt fur alle andern Mo- 
delle. 

Nehmen wir an, das Farbesystem bestehe aus zwei Subsystemen (Phasen), dem 
Farbebad ( ( ( T O  und dem Substrat ((@)). Die wesentliche Eigenschaft des Modells besteht 
nun darin, dass alle ihm zugeordneten intcnsivcn (von der Systemgrosse unabhan- 
gigen) Parameter ihren Wert nur an der Grenzflache der Subsystemc sprunghaft an- 
dern konnen, jedoch innerhalb jedes Subsystems ortsunabhangig bleiben. 

Den Fzrbevorgang ~ Ubergang von Farbstoff aus dcm Bad auf bzw. in das Sub- 
strat - definieren wir als einen ausschliesslich inneren Systemprozess (d. 11. ohne 
Massenverluste), so dass wahrend des irreversiblen Prozesses nur die innere Entropie- 
anderung 

d i S > O  (1.1) 

zu betrachten ist. Fur jeden extensiven (von der Systemgrosse abhangigen) Para- 
meter X, - mit den in beiden Subsystemen frei variierbaren Werten XE hzw. XF - 
wird demnach innerhalb des Systems clas Erhaltungsgesetz 

ax; + dx; = 0 (1.2) 

immer erfiillt sein. Mittels (1.1) und (1.2.) kann jetzt eine generalisierte Kraft 

(1 3) 

definiert werden, welche fur den Ablauf des irreversiblen Prozesses verantwortlich 
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ist und beim Erreichen des Gleichgewichtes verschwindet. Diese Kraft, welche direkt 
den Farbstofftransport bewirkt, nennen wir im folgenden Farbeaffinitat. 

Als Resultat der Einwirkung von F, auf das System wird sich der entsprechende 
extensive Parameter X," zeitlich andern. Der somit definierte Fluss 

Jk = dX,"/dt (1.4) 

verschwindet dann ebenfalls, wenn die Kraft verschwindet. Den Fluss, welcher sich 
auf den Farbstofftransport bezieht, nennen wir im folgenden Farbegeschwindigkeit. 

Aus (1.3) und (1.4) folgt unmittelbar 

fur die Entropieproduktion des Farbevorganges, wobei die Summe uber alle extensiven 
Parameter (k = 1, 2,. . .) zu erstrecken ist. 

Unter der Apnahme, dass fur das auf die beschriebene Weise definierte Farbe- 
system der Ausdruck (1.6) fur J k  wenigstens in der Nahe des Gleichgewichtes [Z] 

J k = x L h i . F i  ( j = = l , Z ,  ... k) (1.6) 
1 

gultig ist , gelangt man zum grundlegenden Gleichungssystem fur die thermodyna- 
misch-phanomenologische Beschreibung der Farbevorgkge. Die phanomenologischen 
Koeffizienten L ,  sind dabei nur Funktionen der lokalen intensiven Parameter und 
sind nach ONSAGER [Z] mit der Beziehung (1.7) verbunden: 

Lki = L,. (1.7) 

2. Phanomenologische Gleichungen fur das Einkomponentensystem3) - 
Retrachten wir vorerst das denkbar einfachste Farbesystem. Die einzige Komponente 
des Systems, der Farbstoff, wandert aus einem Subsystem (z. B. der Dampfphase4)) 
in das andere Subsystem (z. B. Adsorbatphase auf dem Substrat). Dabei sol1 das 
Erhaltungsgesetz 

dn" + dn@= O 

gelten (w )) = Molenanzahl des Farbstoffes). 

turen T" bzw. T@ befinden, folgt als weiteres Erhaltungsgesetz 
Wenn sich die beiden Subsysteme auf verschiedenen aber konstanten Tempera- 

(di Q" + H"dn") + (die@ + H@dn@) = 0 ,  (2.2) 

worin diQ die vom andern Subsystem erhaltene Warmemenge und H die molale 
Enthalpie bezeichnen. 

3) Das Substrat wird in diesem Fall nicht als eine Komponente des Systems betrachtet, was bei 
ciieser Art von Model1 cine zulassige Approximation ist (vgl. zu diesem Zweck [7]). Nahere 
Einzelheiten iiber die Natur dcs Adsorbates sind fur die weitcrcn Ausfuhrungen unwesentlich. 

4) Gewisse Farbstoffe kijnnen bei erhijhtcr Temperatur sublimieren und. dann aus dem t Dampf- 
bad B auf geeignete Substrate iibertragen werden [6] - technisch als Thermosol-Farbeverfahren 
bekannt. 
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Man kann nun die Flusse 
dn@ dn" J = - = - - . _  

+I - dt dt 

als Farbegeschwindigkeit und 

(2.3) 

als Geschwindigkeit des Warmetransportes definieren. 

2.4) folgt demnach fur die Entropieproduktion der Ausdruck 
Aus dem zweiten Hauptgesetz der Thermodynamik und den Gleichungen (2.1- 

in dem ((pun das chemische Potential des Farbstoffes im betreffenden Subsystem und 
bei der dortigen Temperatur bezeichnet. 

In (2.5) kann man zwei Krafte: 

(2.6) 

erkennen. Da aber die Kraft F i  sowohl von der Differenz der chemischen Potentiale 
wie auch von der Temperaturdifferenz abhangt, ist es vorteilhaft, die folgende Trans- 
formation : 

(2.7) 
I -  E;, == Fn + H" -. - -.. [:* ;"I"' 

durchzufuhren (H" = Mittelwert der molalen Enthalpie in der Phase WJ)), im Bereich 
T@-T"). 

Tm Gultigkeitsgebiet der Approximation 

reduziert sich dann (2.5) mittels (2.7) zu: 

5) Bekanntlich gilt fur die Tcmperaturabhangigkeit von p : d  (p"/T)/dT = - H"/TZ.  Nach der 
Integration zwischen T@ und T o  folgt daher: 

PU (P?@ -0 - - - = - H  
Tn  T@ 

bzw. nach der Subtraktion von p@/T@ und Umordnung, die Gleichung (2.7) : 

(P?@ @ 
~~ - !L = ~~ - - 

T @  T @  T' TQ 

wenn mit (pU")a, das chemische Potential des Farbstoffes im Subsystem uuo bei der Temperatur 
T@ bezeichnet ist. 
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Die Entropicproduktioii iqt demnach eine Funktion der zwei Kriifte (A/T@) uncl 
( A  T/T@T"),  wobei der Ausdruck ct Kraft )) liier in eineni verallgemeinertcn Sinn ver- 
wendet wird und 

die Affinitat, bzw. 

(2.10) 

A T 3 T" T'" (2.11) 

A 3 Llp = (PO)$  - po 6) 

die Tempcraturdifferenz bedcuten. 

phanomenologische Gleichungen fur den Farbevorgang : 
Unter der in Abschnitt 1. erwalmten Annahme [vgl. (1.6)] folgen aus (2.9) als 

(2.12) 

und man sieht, dass die Farbegeschwindigkeit ebenso wie die Geschwindigkeit des 
Warmeuberganges sowohl von der Farbeaffinitat als auch von der Temperatur- 
differenz abhangig sind. Die Grosse dieses irreversiblen Kopplungscffektes ist vom 
Wert der Kreuzkoeffizienten L,, = L,, abhangig. 

Da in eineni isothermen System 
A T  -0 ,  (2.13) 

verschwindcn die zweiten Glieder aus den Glcichungen (2.12). Nach dein Dividiercn 
der beiden Gleichungen erhalt man demnach 

(2.1.4) 

wobei Q * iiblicherweise Uberfiihrungswiirme genannt wird. 
Wenn dagegen bei bestehendem Warmefluss J o  der Farbstoffluss J, ,  Zuni Still- 

stand komnit, erreicht das System einen sog. stationaren Zustand, fur welchen man 
aus (2.12) mittcls (2.14) und (1.7) die Rcziehung (2.15) erhalt: 

(2.15) 

Bis zurzeit sind unseres Wissens keine experimcntellen Daten verfiigbar, anhand 
welcher man die Grosse eines solchen Kopplungseffektes zwischen Farbstoff- und 
Warmetransport berechnen konnte. Diese an sich fur gewisse Farbeverfahren inter- 
cssante Frage kann jedoch mittels Messungen unter Redingungen der G1eichung.cn 
(2.14) und (2.15) im Prinzip beantwortet wcrden. 

Nach der Einstellung des vollkommcnen Gleichgewichtes im System mussen alle 
Krafte und Flusse gleich Null sein. Aus (2.10) und (2.11) folgt demnach 

T" = T"' und p" = p @ ,  (2.16) 

worin man das bekannte thermostatischc Resultat erkennt. 

6, In einigcn thermodynamischen Texten ist es auch iiblich, die Affinitat als A E - A p  zu defi- 
nicrcn. 
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3. Isotherme Mehrkomponentensysteme. - Abgesehen von dcm eberi beschrie- 
benen vereinfachten Spezialfall bestehen Farbesysteme zumindest aus drei Kompo- 
nenten : dem Farbstoff @ 1 )), dem Losungsmittel aus dem Farbebad ((2 )) und dem Sub- 
strat a3 )). Die Verallgemeinerung der schon fur das Einkomponentensystem gewon- 
nenen phanomenologischen Gleichungen wird hier einfachheitshalber nur fur iso- 
therme Bedingungen gegeben, da die Mitberucksichtigung von Temperaturdifferenzen 
nichts prinzipiell Neues mit sich bringt und formell leicht durchfuhrbar ist (in der ent- 
sprechenden Gleichung vom Typ (2.2) ist nur, anstatt der Enthalpie, die partielle 
molale Enthalpie der Systemkomponenten im betreffenden Subsystem einzusetzen). 
Es ist jedoch zu betonen, dass diese Verallgemeinerung eine aus der Gleichgewichts- 
thermodynamik nicht ableitbare Kopplung zwischen den Affinitaten der System- 
komponenten mit sich bringt. Ein entsprechendes Verhalten konnte bei gewissen 
Systemen (vgl. dazu [3]) experimentell bestatigt werden, und deswegen wird dieser 
Formalismus im folgenden als die im Prinzip allgemeinste Art fur die Beschreibung 
von Mehrkomponentensystemen verwendet. Jede sich als sinnvoll zeigende Vernach- 
lassigung der Kopplungseffekte ist dann aus der allgemeinen Formulierung trivial 
ableitbar. 

Fur ein isothermes Dreikomponentensystem, bestehend aus zwei Subsystemen, 
lauten die phanomenologischen Gleichungen : 

Von den neun in den Gleichungen (3.1) auftretenden phanomenologischen Koeffi- 
zienten sind wegen (1.7) drei Paare unter sich gleich, so dass fur die Beschreibung 
eines so formulierten Farbevorganges nur sechs Koeffizienten notwendig sind. Die drei 
auftretenden Affinitaten bedeuten entsprechend der Definition (2.10) jeweils die Dif- 
ferenz der chemischen Potentiale der betreffenden Komponente in beiden Subsy- 
stemen bei gleicher Temperatur. Da sich aber die beiden Subsysteme im allgemeinen 
Fall unter verschiedenem Druck befinden kijnnen, schreiben wir explizit : 

A i  E ( A p J y , p  + v:AP,  ( 3 4  

wobei ( d , u i ) ~ ,  IJ die Differenz der chemischen Potentiale in beiden Subsystemen bei 
gleicher Temperatur und gleichem Druck (im weitern nur mit Api  abgekurzt geschrie- 
ben), zf das partielle Molvolumen im Subsystem ((@)b7) und AP = Im - P@ die Druck- 
differenz bedeuten. 

Die allermeisten Firbevorgiinge konnen jedoch als ein (( stationarer Zustand D er- 
ster Ordnung betrachtct werden, denn im allgemeinen existiert kcin Substratfluss, 
d. h. 

J 3 = 0 .  (3.3) 

') Unter der Annahme schr kleiner Kompressibilitat wird vf als unabhangigvom Druckbetrachtet. 
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Aus (3.1), (3.2) und (3.3) folgt demnach unmittelbar als Ausdruck fur die Druck- 
differenz: 

Unter der Voraussetzung, dass die Quellung des Substrates (vgl. [3]) durch das 
Losungsmittel des Farbebades vor dem Farbevorgang stattgefunden hat, kann man 
auch 

setzen. Aus (3.1) erhalt man jetzt mittels der Bedingungen (3.3) und 3.5) : 

(3.5) A ,  = 0 

und man sieht, dass in einem solchen Fall sowohl der Farbstoffluss wie auch der 
Losungsmittelfluss nur von einer Kraft, der Farbeaffinitat, abhangig sind. 

Fur konstant bleibendes Volumen, d. h. wenn der Farbstoff keine weitere Quellung 
des Substrates verursacht, muss auch der Volumenfluss J ,  verschwinden, d. h. 

woraus mittels (3.3) 

folgt. Wenn jetzt 
33 

(3.9) 

als Abkurzung eingefuhrt wird, erhalt man mit ( 3 . 2 )  und (3.8) fur die Farbegeschwin- 

(3.10) 
digkeit : L 

Ji  *- (vyd P + d , 4  , 

bzw. fur den entsprechenden Losungsmittelfluss : 

(3.11) 

Also sind bei dieser besonderen Art des ((stationaren Zustandes H erster Ordnung die 
beiden Fliisse einander entgegengesetzt . 

Als Spezialfalle der Gleichung (3.10) folgen fur kleine Anderungen von UYAP bzw. 
fur verschwindenden Differenzdruck die einfachen Ausdriicke 

(3.12) 

in welchen die Farbegeschwindigkeit nur von einer Variablen - der Differenz der che- 
mischen Potentiale des Farbstoffes im Farbebad und im Substrat - abhangig ist. 
Unter denselben Bedingungen kann man zu analogen einfachen Ausdriicken auch bei 
Systemen mit mehr als drei Komponenten kommen, vorausgesetzt, dass sich das 



Volumen 49, Fasciculus 4 (1966) - No. 145 1309 

System in einem ((stationaren Zustando hoherer als erster Ordnung befindet, bzw. 
dass mehrere Affinitaten gleich Null sind. Andernfalls miissen Kopplungseffekte be- 
riicksichtigt werden, und die Farbegeschwindigkeit wird im allgemeinen nicht mehr 
als Funktion einer Kraft darstellbar sein. 

Unter dcr Annahme, dass jeder Fluss von allen andern Affinitaten abhangt und 
dass A ,  verschieden von Null ist, werden die dementsprechenden Farbevorgange nie 
zu einem vollkommenen Gleichgewicht (stationarer Zustand nullter Ordnung - alle 
Krafte gleich Null) kommen konnen, sondern es wird sich immer nur ein sog. osmo- 
tisches (( Gleichgewicht B einstellen konnen. Im Falle des diskutierten Dreikomponen- 
tensystems wird dann gclten: 

J 1 =  J z =  J 3 = 0 ,  (3.13) 

bzw. unter Rerucksichtigung von (3.1) und (3.2) : 

(3.14) 

Es ist zu bemerken, dass die hier abgeleitete Formel fur das osmotische ((Gleich- 
gewicht )), in Ubereinstimmung mit der vorausgesetzten Kopplung der Transport- 
prozesse, welche zu einem stationaren Zustand fuhren *), phanomenologische Koeffi- 
zienten enthalt. 

4. Systeme mit ionischen Bestandteilen. - In Systemen, welche Ionen enthalten, 
sind noch zwei besondere Bedingungen zu beriicksichtigen. Erstens hat man fur ver- 
schiedene Ionenspezies anstatt der Affinitat die sog. elektrochemische Affinitat 

B i  = A i  + zi (4.1) 

als treibende Kraft zu betrachten (zi = Ladungszahl des Ions, 3 = Faraday, dy 2 y' 
- gP = Potentialdifferenz zwischen den beiden Subsystemen). Zweitens muss auch 
immer I - ~ C Z ~  j i = o  

i 

gelten, d. h. wegen Erhaltung der elektrischen Neutralitat darf kein Strom I zwischen 
den beiden Subsystemen fliessen. 

Als ein Beispiel kann nun das folgende System - Farbstoff-Ion c t l ) ) ,  nichtionisches 
Lasungsmittel 420, aus Makro-Ionen bestehendes Substrat ((3 )) und Gegen-Ion a4)) - 
kurz erortert werden. Im allgemeinen Fall erhalt man jetzt anstatt der drei Glei- 
chungen (3.1) vier phanomenologische Gleichungen mit insgesamt sechzehn (davon 
wegen (1.7) nur zehn verschiedenen) Koeffizienten. 

8) Die entsprechende Formcl fiir das osmotische B Gleichgcwicht 1) im Sinne der klassischen Gleich- 
gewichtsthermodynamik folgt aus (3.14), unter Vernachlassigung des Kopplungseffektes. In 
einem solchen Fall verschwinden alle Kreuzkoeffiziente, d. h. Lij = Lji = 0. Demnach redu- 
ziert sich (3.14) zu 

- A p  = ~~ 4 1  = .L!L A = &L 
uf 7J; u; ' 

also zu der hckanntcn Formel ohne phanomenologische Kocffizienten. 
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Unter den Bedingungen (3.3) und (3.5), d. h. A”, = 0, erhalt man mittels (4.1) den 
Xusdruck fur die Potentialdifferenz zwischen den Subsystemen : 

bzw., wcnn noch (4.2) berucksichtigt wird, folgt 

J 1 =  L (V?AP + 21 3 dg, -t ApJ ’) (4-4) 

Es ist nun offensichtlich, dass dic Transportgcschwindigkeit vom Farbstoff-Ion 
eine sehr komplizierte Funktion von mehreren Variablen ist und dass man schwer Be- 
dingungen finden kann, unter welchen eine Approximation vom Typ (3.12) moglich 
wiire. 

Wenn der Prozess zum Stillstand kommt (alle J i  = 0), erhalt man durch Kombi- 
nation cler Ausdrucke vom Typ (4.4) die bekannte Formel fur das DoNxAN-Gleich- 
gewicht. 

5.  Chemische Reaktionen. - Es ist sehr wichtig zu betonen, dass sich der bis 
jetzt entwickelte Formalismus ausschliesslich auf Transportvorgange zwischen den 
beiden Subsystemen bezieht. Wenn zusatzlich innerhalb der Subsysteme interne 
Reaktionen zwischen den Systemkomponenten ablaufen, kann die Thermodynamik 
der irreversiblen Prozesse nur unter besonderen Bedingungen auf solche Systeme 
angewendet werden. Erstens gibt es keine iiblichen Kopplungseffekte zwischen den 
Fliissen und Kraften eines Transport- und eines Reaktionsphanomens. Das ist eine 
Folge des sog. CuRIE-Prinzips [2] .  Zweitens, wie von HILL & PLESNER [5j anhand 
einer stochastischen Diskussion gezeigt wurde, kann im allgemeinen ein Subsystem, 
welches durch cinen irreversiblen Prozess mit einem andern Subsystem verbunden ist, 
nicht zu einem internen Gleichgewicht kommen, bevor das game System im Gleich- 
gewicht ist. Auf solche Systeme kann dann auch nicht die Thermodynamik der irre- 
versiblen Prozesse angewendet werden. 

Retrachten wir dazu ein einfaches Beispiel: Rei einem Farbevorgang sol1 die Farbe- 
geschwindigkeit durch eine Gleichung der Art (3.12) beschrieben werden. Wenn der 
Farbstoff gleichzeitig auch einer Dimcrisationsreaktion unterworfen ist, kann durch 
clas folgende Gleichungssystem 

J 1 =  Lll (PY - P 3  4- LIZ (Pi -4 

der komplexe Farbevorgang beschrieben werden (die ersten beiden Gleichungen geben 
die Transport- und die letzteren zwei die Dimerisationsgeschwindigkeiten an). Dabei 
sind Monomere mit ((1)) und Dimere mit ((20 gekennzeichnet. Wie schon erwahnt, sind 

9) Mit A p  ist hier ( A , U ~ ) ~ ~ , ~ I , ~  bezcichnet. Dicsc Grosse ist hc:ltanntlich von z1 5 ,lq opcrativ nicht 
trmn bar. 
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nur die Transportvorgange untereinander gekoppelt, und zwar ist diese Kopplung 
unbeeinflusst durch das Vorhandensein der Reaktionen in den Subsystemen. Der Fall, 
wo nur in einern Subsystem die Reaktion moglich ist, kann nicht mehr thermo- 
dynnmisch, sondern nur noch stochastisch beschriebcn werden [S]. 

Ein interessanter Spezialfall von (5.1) ist der tstationarc Zustand)) 

J 2 = 0 ,  (5.2) 

d. h. ein System, in welchem nur der monomere Farbstoff durch die Subsystem- 
grenzflache transportiert werden kann. Das Gleichungssystem (5.1) reduziert sich 
mittels (5.2) zu 

bzw. das J1 ist nur noch von einer Kraft abhangig. 

schneller als die Transportvorgange sind, d. h. dass praktisch immer 
Eine zweite Moglichkeit besteht z. B. darin, dass die Dimerisationsreaktionen vie1 

(5.4) 

gelten. Die Kombination beider Gleichungen (5.4) liefert eine lineare Beziehung zwi- 
schen den Farbeaffinitaten fur Monomere und Dimere, und (5.1) reduziert sich zu 

(5 .5)  

d. h.  beide Farbegeschwindigkeiten sind nur noch Funktionen von einer und zwar 
derselben Kraft. Die beiden Flusse konnen demnach ohne Schwierigkeiten zu einem 
Gesamtfluss addiert werden. 

Wie die wenigen Beispiele zu zeigen vermogen, bccin flusst dss Vorhandensein von 
Reaktionen die Kopplung zwischen Transportvorgangen zwar nicht, jedoch andert 
sich die Proportionalkonstante zwischen F l u s  und Kraft entsprechend den spezifi- 
schen Bedingungen des betrachteten stationaren Zustandes. Mit andern Worten wird 
das Vorhandensein von z. B. einer Assoziationsreaktion wohl die Farbegeschwindig- 
keit beeinflussen, obschon die formelle funktionelle Abhangigkcit zwischen Fluss und 
Affinitat dabei auch dieselbc bleiben kann. 

6. Kinetische Ausdrucke fiir die Farbegeschwindigkeit. - Fur Farbesysteme, 
bei welchen eine direkte Proportionalitat zwischen Farbegeschwindigkeit und Farbe- 
atfinitat besteht, kann man im Prinzip leicht aucli kinetische Ausdruckc ableiten. Fur 
diesen Zweck benotigt man nur den mathematischen Ausdruck der Abhangigkeit der 
Affinitiit von der Konzentration. Eine solche Funktion kann naturlich nicht mehr 
aus einem makroskopischen Modell gewonnen werden, aber statistisch-mechanische 
Modclle verschiedenster Art sind fur diesen Zweck verfugbar. Wir wollen uns im fol- 
genden nur auf das einfachste Modell beschranken, jedoch vorliiufig (vgl. [3 ] )  ohne 
dabei das Zutreffcn dieses Modclls in bezug auf Farbesysteme naher zu diskutieren. 
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Das chemische Potential des Farbstoffes im System sei durch den Ausdruck (6.1) 

p = , u o + R T l n C  (6.1) 

darstellbar, worin das chemische Standardpotential , u O  konzentrationsunabhangig ist 
und C eine beliebige Konzentration bezeichnet. Bekanntlich kann dann beim Ver- 
schwinden der Affinitat die sog. Standardaffinitat A0 definiert werden. Wenn jetzt 

A0 = pOa- pa@ = R T In I< (6.2) 

fur die Konstante K angenommen wird, dass sie mit den Konzentrationen C, fur den 
Affinitatswert Null, (d. h. fur die Zeit t + m) auf folgende Weise: 

K = czjc: (6.3) 

zusammenhangt, so folgt fur die Farbegeschwindigkeit aus (3.12) mittels (6.1), (6.2) 
und (6.3): 

Unter Berucksichtigung der Massenbilanzgleichung (2.1) und der wie folgt defi- 
nierten Grossen : 

(6.5) 
n c -. 
V '  Konzentration : 

(6.6) 
1.'" 
V O '  

a -. Flottenverhaltnis : 

(6.7) 
C" Relative Konzentration : c 3 -. c: ' 

(6.8) 
LR Geschwindigkeitskonstante: B = 

c y  J 

in welchen V das Volumen des betreffenden Subsystems angibt, kann Gleichung 
(6.4) in 

- - -  dc - B I ~  [?'-- -1 
at 

-- ( 1 - c )  + 1 
transformiert werden, deren Integral 

(6.10) 
dc = - B t  

0 s In [-$:l:c,+l] 

aber nur in Form einer unendlichen Reihe ausgedriickt werden kann. 
In Fig. 1 sind daher die durch die graphische Integration von (6.10) gewonnenen 

Kurven gegeben. Der Parameter K/a wurde dabei ersetzt durch den in der Farberei 
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gebrauchten Ausdruck fur den Ausziehgrad AG1O) 

(6.11) 
. . .  

ersetzt. 

sich fur ein unendliches Farbebad bzw. fur einen Ausziehgrad gleich Null, also fur 
Das Integral (6.10), welches fur ein sog. endliches Farbebad gultig ist, vereinfacht 

a + -  bzw. A G + O ,  
zu dem Integrallogarithmus 

welcher bekanntlich auch nur durch eine unendliche Reihe darstellbar ist, 

(6.12) 

(6.13) 

I 01 

0 1,o 2 P 3,o 

Fig. 1. Das diskontinuierliche Model1 

Die h d e r u n g  der relativen Farbstoffkonzentration im Substrat mit der dimcnsionslosen Zeit- 
variablen (Bt)  fur verschiedene Ausziehgrade AG: 1. 99%, 2. 90%, 3. 70%, 4. 50%, 5 .  30% und 
6. 0%. 

Zu Vergleichszwecken sind in Fig. 2 die Werte fur die Losungen der FIcK'schen 
Diffusionsgleichung im Falle von Platten und Zylindern [8] nebcn der graphisch inte- 
grierten Gleichung (6.1 3) eingezeichnet. Dabei wurdc dic kbszisse fur die Diffusions- 

lo) AG 3 Farbstoffgleichgewichtsmenge im Substrat ausgcclruckt in "/D tlcr Anfangsmenge von 
Farbstoff im Farbebad: Q 

K c~ 100 = - - .  100. A G =  - *  
c: 
acg a c; 

Da clic Anfangsfarbstoffkonzentration im Substrat Cf ( t  = 0) gleich Null ist, folgt aus dcr 
Massenbilanzgleichung : 

Fur den Ausziehgrad erhalt man demnach die Formel (6.11). 

C : / C z  = (1 + K / u ) .  

83 
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gleichung so transformiert, dass fur c = 0,5 alle Kurven einen gemeinsamen Punkt 
haben. Wie nun in uberraschender Weise festgestellt werden muss, liefern zwei an 
sich physikalisch grundlegend verschiedene Modelle (vgl. [ 3 ] )  Resultate, welche prak- 
tisch schwer zu unterscheiden sind. 

I 

0 LO 2,o 3,o 
Fig. 2. Vergleich zwischen den Modellen 

h d e r u n g  dcr relativen Konzentration dcs Farbstoffes in Funktion dcr dimcnsionslosen Zeit- 
variablen (Bt) fur den Farbevorgang aus uncndlichem Farbebad (AG = 0%) : a) fur das diskonti- 
nuierliche Modellsystem ( -  ) [Gl. (6.13)] und b) nach dem mathematischen Diffusionsmodell mit 
konstantem Diffusionskoeffizient fur einen unendlich langen Zylinder gegebcnen Halbmessers (0). 
bzw. fur eine ebenc Platte unendlicher Oberflache und gegebener Dicke (e), bei konstantcr Ober- 
flachenkonzentration. Mit x ist der Koinzidenzpunkt aller drei Kurven bczcichnet. 

Fur Zustande des Farbevorgangs (c + I), bei welchen die Approximation 

In c N (c - 1) (6.14) 

noch befriedigend ist, kann (6.13) leicht integriert werden, wobei man die einfache 
exponentielle Gleichung (6.15) erhalt : 

c = 1 - exp (- 3 t ) .  (6.15) 

Die Gleichung (6.15) bzw. ihre differentielle Form (6.16) wurde schon ofters als 
empirische kinetische Gleichung fur Farbevorgange "31 und Waschvorgange [lo] vor- 
geschlagen, wobei man in gewissen Fallen eine gute ubereinstimmung mit dem Ver- 

B (C; - C") (6.16) 

such feststellen konnte. Naherungslosungen der Diffusionsgleichung fur lange Zeiten 
[ll] (17gl. dazu auch [ 3 ] ) :  

MtlMm = 1 - b exp (- 3' t )  (6.17) 

(PI = Menge des Farbstoffes) stimmen erwartungsgemass ebenfalls formell mit Clei- 
chung (6.15) iiberein (z. B. ist b = 0,81 fur Platten, b = 0,69 fur Zylinder und b = 0,61 
fur Kugeln [12]). 

Es kann also abschliessend festgestellt werden, dass das hier diskutierte Modell 
fur Farbevorgange eine Kinetik liefert, welche formell in gewissen Fallen mit der Er- 
fahrung ubereinstimmt. 
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7. Kritische Schlussbemerkungen. - Das hier beschriebene Modell fur Farbevor- 
gange gibt die Phanomenologie des Farbens, ausgehend von eindeutigen Definitionen 
fur die Farbeaffinitat und Farbegeschwindigkeit, wieder und ist in sich widerspruchs- 
frei (((self consistent ))). Die aus diesem Modell ableitbare Kinetik des Farbevorganges 
entspricht in gewissen Fallen sehr gut der Erfahrung. Dieser Ubergang von der Ther- 
modynamik zur Kinetik ist allerdings nur unter der Zuhilfenahme von statistisch- 
mechanischer Interpretation der Konzentrationsabhangigkeit des chemischen Poten- 
tials moglich. Von allen anderen Gesichtspunkten aus ist das Modell jedoch rein 
makroskopisch und kann als solches fur die Beschreibung des Farbephanomens ver- 
wendet werden. 

Das besprochene Modell enthalt jedoch auch zwei nicht unbedingt mit allen reellen 
physikalischen Systemen konforme Annahmen und ist diesbezuglich mit Vorsicht zu 
handhaben. Es handelt sich dabei erstens am die vereinfachte Vorstellung, dass die 
intensiven Parameter der Subsysteme ortsunabhangig sind. Eine Vervollkommnung 
des Modells ist in dieser Hinsicht durchfiihrbar und wird in den folgenden Teilen [3] 
[4] dieser Arbeit gegebcn. Die zweite Annahme bezieht sich auf die Anwendbarkeit 
der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse auf farberische Systeme. Implizite 
handelt es sich dabei urn die Voraussetzung, dass das Integral uber die innere Entro- 
pieanderung (1.1) die einzige die Kinetik bestimmende LIAPuNov’sche Funktion [13] 
des Systems sei (vgl. Anhang). Das schrankt die Anwendbarkeit des Modells wesent- 
lich ein; wie schon erwahnt ist man insbesondere fur die Beschreibung von simultanen 
Zwischenphasentransport- und Reaktions-Phanomenen auf die Theorie der stocha- 
stischen Prozesse angewiesen. 

Der diskutierte Formalismus ist nicht nur auf Farbephanomene anwendbar, son- 
dern auch auf alle Vorgange des Massentransportes zwischen Phasen oder uber Mem- 
branen, vorausgesetzt, dass solche Systeme den Eigenschaften des diskontinuierlichen 
Modells entsprechen. 

Anhang. - LIAPuNov’sche Funktion fur  das diskontinuierliche Modellsystem. - Es wird ein 
dynamisches System betrachtet, dessen Bewegung mit dem sog. autonomen System von Differen- 
tialgleichungen 

gegeben ist. Der Gleichgcwichtszustand des Systems ist clabci mit dem singularen Punkt 

2 = F(z )  (A.1)  

F(0) = 0 ( A 4  

bestimmt. Wenn nun in der Nahe des Gleichgewichtspunktcs einc kontinuicrliche Funktion V ( z )  
mit stets glcichem Vorzeichen 

V ( z )  > 0 (bzw. V(z )  < 0) (A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

cxisticrt, welche kontinuierliche Ableitungen besitzt und die Bedingungen 

und 

erfiillt, dann wird diesc Funktion V(z )  LIAPuNov’sche Funktion genannt [14]. Alle Trajektorien 
von (A.1) im entsprechcnden Phasenraum werdcn sich in so einem Fall, wegen der Bedingungen 
(A.4) und (A.5), immer asymptotisch dem Gleichgcwichtspunkt (h .2)  nahern. 

Wie WEI [13] gezeigt hat, ist fur gewisse thermodynamischc Systeme die Entropieanderung 
auch eine LIAPUNOV’SChe Funktion, was hier am Beispiel cles diskontinuierlichen Modellsystems 
fiir Farbevorgange uberpriift werden soil. 

@(z) = F(z )  . grad V ( z )  

$ ( z )  < 0 (bzw. v‘(z) > 0) 
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Aus (6.13) folgt fur die Farbegeschwindigkeit 

dcldt : - B In c .  

Nach der Transformation 
z = C -  1 bzw. z = dz/dt  = dC/dt 

bekommt man aus (A.6) : 
z = - B In ( z f l ) ,  (A.8) 

wobei leicht zu sehen ist, dass (A.2) erfullt ist (fur z = 0 auch z = a) .  

den Uinformungen (vgl. 6) 
Die innere Entropieproduktion (1.5) wird jetzt gleich V ( z )  gesetzt, woraus nach entsprechen- 

diS = - ( ~ ~ c z ~ l n c ) )  dc 
dt  d t 

V(z) = 

zu erhaltcn ist. Beriicksichtigend (A.7) und (A.8) folgt dann: 

e ( z )  = ( C Z  V @  Z)”L, (A.lO) 

und man sieht, dass V ( z )  immer positiv sein wird. Die entsprcchende LIAPUNOV’SChe Funktion 
muss daher immer ncgativ sein, bzw. es gilt 

(A,  11 ) 

mobei mit S, der Entropiewert des Systems im Gleichgewicht bezeichnet ist. 
Nach Clem Integrieren erhalt man 

als den Ausdruck fur die LIAPUNoV’SChe Funktion. Wie man aus (A.12) entnehmen kann, ist V ( z )  
reel1 nur fur z > - 1, und dann immer negativ. Die Konturen von V ( z )  sind Hyperbeln in der 
z,z-Ebene. 

Fig. 3. Raulnliches Modell f i iv  die h w u N o v ’ s c h e  Funktion 
Mit S und D sind die clcr Sorption bzw. Dcsorption entsprechenden Kurvenanteile bezeichnet 
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In  Fig. 3 ist die Funktion (11.12) dargestellt, wobci B = 1 und - V = ( S p -  S ) / ( v " C E R )  
gesetzt wurde. Die Projektionen der LIAPUNov'SChen li'unktion auf die drci Koordinatenebenen 
(Fig. 4) sind demnach mittels dcr Gleichungen 

z = -In ( z + l )  

- V = ( z+ l )  In (z+l)-z ,  

- V = 1- (1+z)  exp(-z) 

und die Konturen mittels dcr Gleichung . .  v = z+zz+z 

berechnet worden. Es ist bemerkenswert, dass das Verhalten wahrend der Desorption ( z  > 0) nicht 
symetrisch zu jenem bei der Sorption ist. 

SUMMARY 

The essential characteristics of a simple, discontinuous model system for mass 
transfer between two phases are discussed. It is shown that for dyeing processes that 
conform to this model it is possible, with the aid of the methods of non-equilibrium 
thermodynamics, to give an unambiguous definition of the concepts ((rate of dyeing )) 
and ((affinity of dyeing)), a t  any stage of dyeing. It is clear from the derived pheno- 
menological equations that dyeing systems rarely reach a true equilibrium state (i. e .  
a stationary state of zero order), but that in general an osmotic or a DONNAN equi- 
librium is attained. 

The conditions under which the rate of dycing is dependcnt on only one thermo- 
dynamic force, e.g. the affinity of dyeing, are discussed, and a simple assumption as 
to the concentration dependence of the chemical potential makes it possible to deduce 
the shape of the rate of dyeing curve in such a situation. This thermodynamic ap- 
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proach predicts a time dependence of the rate of dye sorption by the fibre phase that 
agrees well with experience and that is strikingly similar in form to the predictions 
resulting from the simple diffusion equations. Furthermore the limiting form of the 
rate equation for longer times is identical in iorm with an empirical rate equation that 
has been used in many mass transfer studies, and with the limiting forms of the simple 
diffusion equations for large times. 

The present treatment is not restricted to dyeing systems, but may be applied to 
any mass transfer process between phases, e.g. via an intervening membrane, so long 
as the process satisfies the requirements of the simple, discontinuous model. The na- 
ture of the LIAPUNOV function that determines the kinetic behaviour of such systems 
is analysed, and a LIAPUNOV function is shown graphically for a simple example. 
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